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ARVORE AVL

- Prof. André Backes

Problema do balanceamento
24 |
o A eficiéncia da busca em uma arvore binaria
depende do seu balanceamento.
o 0O(log N), se a arvore esta balanceada

1 O(N), se a arvore nao esta balanceada
= N corresponde ao nimero de nds na arvore
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Problema do balanceamento

o Infelizmente, os algoritmos de insercéo e
remocao em arvores binarias ndo garantem
que a arvore gerada a cada passo esteja
balanceada.

- Dependendo da ordem em que os dados séo
inseridos na arvore, podemaos criar uma arvore
na forma de uma escada

Problema do balanceamento

KN
- Insercao dos valores {1,2,3,10,4,5,9,7,8,6}
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Problema do balanceamento

Solucgao para o problema de balanceamento

Modificar as operacfes de insercédo e remocéao
de modo a balancear a arvore a cada nova
insercao ou remocao.

Garantir que a diferenca de alturas das sub-arvores

esquerda e direita de cada né seja de no maximo uma
unidade

Exemplos de arvores balanceadas
Arvore AVL
Arvore 2-3-4
Arvore Rubro-Negra

Arvore AVL

Definicao
Tipo de arvore binaria balanceada com relacdo a
altura das suas sub-arvores

Criada por Adelson-Velskii e Landis, de onde
recebeu a sua nomenclatura, em 1962
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Arvore AVL

Definicao
Permite o rebalanceamento local da arvore

Apenas a parte afetada pela insercdo ou remocéao é
rebalanceada

Usa rotacdes simples ou duplas na etapa de
rebalanceamento
Executadas a cada inser¢cdo ou remocao

As rotacfes buscam manter a arvore binaria como
uma arvore guase completa

Custo méaximo de qualquer algoritmo é O(log N)

Arvore AVL

Objetivo das rotacgoes:
Corrigir o fator de balanceamento (ou fb)
Diferenca entre as alturas das sub-arvore de um no

Caso uma das sub-arvores de um n6 nao existir,
entdo a altura dessa sub-arvore sera igual a -1.

Fator de Balanceamento fb = +2
FB = AE - AD AD
B Altura da
sub-arvore
AE DIREITA
Altura da

sub-arvore
ESQUERDA
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Arvore AVL

As alturas das sub-arvores de cada no6 diferem
de no maximo uma unidade
O fator de balanceamento deve ser +1, O ou -1

Se fb > +1 ou fb < -1: a arvore deve ser
balanceada naquele n6

Arvore AVL

Voltando ao problema anterior
Insercao dos valores {1,2,3,10,4,5,9,7,8,6}

fb=-1
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TAD Arvore AVL

I I ——
- Definindo a arvore
o Criacéo e destruicdo: igual a da arvore binaria

//Arquivo ArvoreAVL.h
typedef struct NO* ArvAVL;

1

2

3

4 //Arquivo ArvoreAVL.c

5 #include <stdio.h>

6 | finclude <stdlib.h>

7 | #include "ArvoreAVL.h" //inclui os Prototipos
8 Bstruct NO{

9 int info;
10 int alt;//altura daquela sub-4rvore
11 struct NO *esqg;
12 struct NO *dir;
13 b

14 //programa principal
15 | ArvAVL* raiz; //ponteiro para ponteiro

TAD Arvore AVL

2 |
- Calculando o fator de balanceamento

1 //Fung®es auxiliares

2 //Calcula a altura de um nod

3 Bint alt NO(struect NO* no) {

4 if (no == NULL)

5 return -1;

6 else

7 return no->alt;

8 }

9 //Calcula o fator de balanceamento de um nd
10 ©int fatorBalanceamento NO(struct NO* no) {
11 L return labs(alt NO(no->esq) - alt NO(no->dir)):;
12 }
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Rotacoes

Objetivo: corrigir o fator de balanceamento
(ou fb) de cada n6
Operacéo bésica para balancear uma arvore AVL

Ao todo, existem dois tipos de rotacao
Rotacgao simples
Rotacao dupla

Rotacoes

As rotacOes diferem entre si pelo sentido da
inclinac&o entre o no pai e filho
Rotacao simples
O n6 desbalanceado (pai), seu filho e o seu neto
estdo todos no mesmo sentido de inclinacéo

Rotacao dupla

O né desbalanceado (pai) e seu filho estdo inclinados
no sentido inverso ao neto

Equivale a duas rotacdes simples.
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Rotacoes

Ao todo, existem duas rotacfes simples e
duas duplas:
Rotagao simples a direita ou Rotagéo LL
Rotacdo simples a esquerda ou Rotacdo RR
Rotagao dupla a direita ou Rotagéo LR
Rotacao dupla a esquerda ou Rotacao RL

Rotacoes

RotacOes séo aplicadas no ancestral mais
préximo do no inserido cujo fator de
balanceamento passa a ser +2 ou -2

Ap0s uma insercédo ou remocao, devemos voltar

pelo mesmo caminho da arvore e recalcular o
fator de balanceamento, fb, de cada n6

Se o fb desse no for +2 ou -2, uma rotacao
devera ser aplicada



Rotacao LL

Rotacado LL ou rotacdo simples a direita
Um novo no € inserido na sub-arvore da
esquerda do filho esquerdo de A

A é o n6 desbalanceado
Dois movimentos para a esquerda: LEFT LEFT

E necessario fazer uma rotacdo a direita, de
modo que o nd intermediario B ocupe o lugar de
A, e A se torne a sub-arvore direita de B

Rotacao LL

Exemplo

fb =42

N

Rotacéo LL
emA

04/06/2016



TAD Arvore AVL

I
- Rotacao LL

—void RotacaolLL (ArvAVL *raiz) {

struct NO *no;

no = (*raiz)->esq;

(*raiz)->esq = no->dir;

no->dir = *raiz;

(*raiz)->altura = maior (altura NO((*raiz)->esq),
altura NO((*raiz)->dir))
+1;

no->altura = maior(alturafNO(no—>esq),

(*raiz)->altura) + 1;

*raiz = no;

Rotacao LL
I
- Passo a passo

Arvore AVL e fator de
balanceamento de cada né

04/06/2016
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Rotacao LL
I
- Passo a passo

Insercdo do n6 F na arvore

Arvore fica desbalanceada
no né A.

Aplicar Rotagdo LL noné A

no = (*raiz)->esq;
(*raiz)->esq = no->dir;
no->dir = *raiz;

*raiz = no;

Rotacao LL
I
- Passo a passo

Arvore Balanceada

11
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Rotacao RR

Rotacdo RR ou rotacao simples a esquerda

Um novo no € inserido na sub-arvore da direita
do filho direito de A

A é 0 n6 desbalanceado

Dois movimentos para a direita: RIGHT RIGHT
E necessario fazer uma rotacéo a esquerda, de
modo que o nd intermediario B ocupe o lugar de
A, e A se torne a sub-arvore esquerda de B

Rotacao RR

Exemplo

fb=-2

)

Rotagcao RR
emA

12



TAD Arvore AVL

I
n Rotacdo RR

—void RotacaoRR (ArvAVL *raiz) {

struct NO *no;

no = (*raiz)->dir;

(*raiz)->dir = no->esq;

no->esq = (*raiz);

(*raiz)->altura = maior(altura NO((*raiz)->esq),
altura NO((*raiz)->dir))
+1;

no->altura = maior(altura NO(no->dir),

(*raiz)->altura) + 1;

(*raiz) = no;

Rotacao RR
I
- Passo a passo

Arvore AVL e fator de
balanceamento de cada né

04/06/2016
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Rotacao RR
o |
- Passo a passo

Insercdo do n6 F na arvore

Arvore fica desbalanceada
no né A.

Aplicar Rotagdo RRno n6 A

no = (*raiz)->dir;
(*raiz)->dir = no->esq;
no->esq = (*raiz);
(*raiz) no;

Rotacao RR
I
- Passo a passo

Arvore Balanceada

04/06/2016
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Rotacao LR

Rotacéo LR ou rotacao dupla a direita
Um novo no é inserido na sub-arvore da direita
do filho esquerdo de A
A é o0 n6 desbalanceado

Um movimento para a esquerda e outro para a direita:
LEFT RIGHT

E necessario fazer uma rotacéo dupla, de modo
gue o nd C se torne o pai dos nos A (filho da
direita) e B (filho da esquerda)

Rotacdo RR em B

Rotacdo LLem A

Rotacao LR

Exemplo: primeira rotacéo

fb=+2 fb =+2
N
e )
Rotacdo RR
fb=0 em B fb=0

=void RotacaolR (ArvAVL *raiz) {
RotacaoRR (& (*raiz)->esq);
RotacaoLL (raiz) ;

s W o

}

04/06/2016
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Rotacao LR
I
- Exemplo: segunda rotacao

0

fo=+1 Rotacéo LL
em A

fb =+2

—void RotacaolR (ArvAVL *raiz) {
RotacaoRR (& (*raiz)->esq);
RotacaoLL(raiz);

s W N

}

Rotacao LR
I
- Passo a passo

Arvore AVL e fator de
balanceamento de cada né

16



Rotacao LR
I
- Passo a passo

Insercdo do n6 F na arvore

=0 Arvore fica desbalanceada no
no A.

Aplicar Rotagdo LR no né A.
Isso equivale a:

- Aplicar a Rotagdo RR no n6 B
- Aplicar a Rotagdo LL noné A

Rotacao LR
I
- Passo a passo

Arvore ap6s aplicar a
Rotacdo RR no n6 B

04/06/2016
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Rotacao LR

Passo a passo

Arvore ap6s aplicar a
Rotacdo LL no n6 A

Arvore Balanceada

Rotacao RL

Rotacdo RL ou rotacdo dupla a esquerda
um novo no é inserido na sub-arvore da
esquerda do filho direito de A

A é o n6 desbalanceado

Um movimento para a direita e outro para a esquerda:
RIGHT LEFT

E necessario fazer uma rotacgéo dupla, de modo
que o no C se torne o pai dos noés A (filho da
esquerda) e B (filho da direita)

Rotacdo LLem B

Rotacdo RR em A

18
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Rotacao RL
I
- Exemplo

Rotacédo LL
em B

Bvoid RotacaoRL (ArvAVL *raiz) {
RotacaoLL (& (*raiz)->dir) ;
RotacaoRR (raiz);

1
2
3
4
5

Rotacao RL
I
- Exemplo

—void RotacaoRL (ArvAVL *raiz) {
RotacaolL (& (*raiz)->dir) ;
RotacaoRR (raiz) ;

1
2
3
4
5

19



Rotacao RL
I
- Passo a passo

Arvore AVL e fator de
balanceamento de cada né

Rotacao RL

T
- Passo a passo

Insercdo do n6 F na arvore

Arvore fica desbalanceada no
né A.

Aplicar Rotagdo RL no né A.
Isso equivale a:

- Aplicar a Rotagdo LL non6 C
- Aplicar a Rotagcdo RR no n6 A

04/06/2016
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Rotacao RL
o fd |
- Passo a passo

Arvore ap6s aplicar a
Rotacédo LLnon6 C

Rotacao RL
I
- Passo a passo

Arvore ap6s aplicar a
Rotacdo RR no n6 A

Arvore Balanceada

21
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Quando usar cada rotacao?

- Uma davida muito comum é quando utilizar
cada uma das quatro rotagdes

Fator de Fator de
Posic6es dos n6s B e C em
Balanceamento | Balanceamento Rotacéao
de A de B relagéo ao né A

B é filho a esquerda de A
C éfilho aesquerdade B

B é filho a direita de A
C éfilho adireitade B

B é filho a esquerda de A
C éfilho a direita de B
B é filho a de direita A

B e C éfilho a esquerdade B L

LR

Quando usar cada rotacao?
[ 44 ]

- Sinais iguais: rotacao simples
o Sinal positivo: rotagéo a direita (LL)
o Sinal negativo: rotacdo a esquerda (RR)

Fator de Fator de
Posicbes dos nés B e C em
Balanceamento | Balanceamento Rotacao
de A de B relagéo ao n6 A

B é filho a esquerda de A
C éfilho a esquerdade B

B é filho a direitade A
C éfilho adireitade B

B é filho a esquerda de A
C éfilho adireitade B
B é filho a de direita A

& +1 C éfilho a esquerdade B RL

LR

22
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Quando usar cada rotacao?

[ 45|
- Sinais diferentes: rotacao dupla
A positivo: rotacdo dupla a direita (LR)
A negativo: rotagao dupla a esquerda (RL)

Fator de Fator de
Posic6es dos n6s B e C em
Balanceamento | Balanceamento Rotacéao
de A de B relagéo ao né A

B é filho a esquerda de A
C éfilho a esquerdade B

B é filho a direita de A
C éfilho adireitade B
B é filho a esquerda de A
C éfilho a direita de B

B é filho a de direita A
C éfilho a esquerdade B

+2 -1 LR

Arvore AVL: Insercéo

[ 46|
- Para inserir um valor V na arvore
Se araiz é igual a NULL, insira 0 n6

Se V é menor do que a raiz: va para a sub-
arvore esquerda

Se V é maior do que a raiz: va para a sub-arvore
direita
Aplique o método recursivamente
- Dessa forma, percorremos um conjunto de
nos da arvore até chegar ao no folha que irad
se tornar o pai do novo né

23



Arvore AVL: Insercdo

7 Uma vez inserido o novo ndé

Devemos voltar pelo caminho percorrido e
calcular o fator de balanceamento de cada um
dos nods visitados

Aplicar a rotacdo necessaria para restabelecer o
balanceamento da arvore se o fator de
balanceamento for +2 ou -2

TAD Arvore AVL

o Insercao

lint insere ArvAVL(ArvAVL *raiz, int walor){
int res;
if(*raiz == NULL) {
struct NO *novo;
novo = (struct NO*)malloc (sizeof (struct NO));
if (novo == NULL)
return 0;

novo->info = valor;
novo->altura = 0;
novo->esq = NULL;
novo->dir = NULL;
*raiz = novo;
return 1;

04/06/2016
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TAD Arvore AVL

o Insercéo

//continuacgdo
struct NO *atual *raiz;
if(valor < atual->info) {
if((res=insere_ArVAVL(&(atua17>esq), valor))==1) {
if (fatorBalanceamento NO(atual) >= 2){
if (valor < (*raiz)->»esg->info ){

RotacaoLL (raiz) ;
lelse{
RotacaolR(raiz) ;
}
}
}
}

TAD Arvore AVL

o Insercao

//continuacdo
else{
if (valor > atual->info) {
if ((res=insere ArvAVL(&(atual->dir), valor))==1){
if (fatorBalanceamento NO(atual) >= 2){

if((*raiz)->dir->info < wvalor) {
=3 RotacaoRR (raiz);

lelse{

RotacaoRL (raiz) ;

}

}
lelse{
printf ("Valor duplicado!!'\n");
return 0;
}
}
atual->»altura = maior(alturaiNO(atual—>esq),
altura NO(atual->dir)) + 1;
return res;

25
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Arvore AVL: Insercéo
I
- Passo a passo

Insere valor: 1

0fb=0

‘e,
g
.
.
‘e
.
0
.,
.

Insere valor: 3 N6 “1” desbalanceado
Aplicar Rotacdo RR fbo=0

fb = -2
; fb=-1 ‘ fb=0 fb=0

.
.,
0
.
.

Arvore AVL: Insercio

- Passo a passo

Insere valor: 10

g

0
.,
‘e
.
0

26



Arvore AVL: Insercdo
- Passo a passo

Insere valor: 4 N6 “3” desbalanceado
Aplicar Rotac&o RL

Arvore AVL: Insercéo

- Passo a passo

Insere valor: 5 N6 “2” desbalanceado
Aplicar Rotagdo RR

fb =-2

fo=0

fb =+1

04/06/2016
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Arvore AVL: Insercdo
En

- Passo a passo

Insere valor: 9 No6 “1_0” desbala~nceado
Aplicar Rotagdo LR

fb=-1 ‘ fh=0

fbo=0 fbo=0 fo=0 fbo=0

Arvore AVL: Remocéo
Ex

- Como na insercao, temos que percorremos
um conjunto de nos da arvore até chegar ao
nd que sera removido

Existem 3 tipos de remocéo
= NO folha (sem filhos)

= N6 com 1 filho

= N6 com 2 filhos

04/06/2016
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Arvore AVL: Remocao

Uma vez removido o no
Devemos voltar pelo caminho percorrido e
calcular o fator de balanceamento de cada um
dos nods visitados
Aplicar a rotacdo necessaria para restabelecer o
balanceamento da arvore se o fator de
balanceamento for +2 ou -2

Remover um n6 da sub-arvore direita equivale a
inserir um no6 na sub-arvore esquerda

TAD Arvore AVL

Remocao
Trabalha com 2 funcdes
Busca pelo n6
Remocéo do n6 com 2 filhos

8 ©int remove ArvAVL (ArvAVL *raiz, int valor) {
9 =

13 |}
14 HOstruct NO* procuraMenor (struct NO* atual) {
15 =

29
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TAD Arvore AVL

7 Remocao

lint remove ArvAVL(ArvAVL *raiz, int wvalor){

if(*raliz == NULL) {// valor nio existe
printf ("valor n3o existe!!\n");
return 0;

}

int res;

if (valor < (*raiz)->info) {
if((res=remove_ArVAVL(&(*raiz)f>esq,valor))==1)

if (fatorBalanceamento NO(*raiz) >= 2){
if (altura NO((*raiz)->dir->esq)
<= altura NO((*raiz)->dir->dir))
3 RotacaoRR(raiz):

else

RotacaoRL (ralz) ;
}
—_—
}
//continua. ..

TAD Arvore AVL

7 Remocao

//continuacdo. ..
if((*raiz)->info < wvalor) {
if ((res=remove ArvAVL (& (*raiz)->dir, valor))==1){
if (fatorBalanceamento NO(*raiz) >= 2){
if (altura NO((*raiz)->esqg->dir)
<= alturaANO((*raiz)—>esq—>esq) )
RotacaoLL (raiz);

RotacaolR (raiz);

30
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TAD Arvore AVL

Remocao
if((*raiz)->info == wvalor){
if(((*raiz)-»esq == NULL || (*raiz)->dir == NULL)) {
struct NO *oldNode = (*raiz);
if((*raiz)-»esq != NULL)
Pai tem 1 ou *raiz = (*raiz)->esq;
. else
nenhum filho raiz = (*raiz)->dir;
free (oldNode) ;
lelse |
struct NO* temp = procuraMenor((*raiz)->dir);
Pai tem 2 filhos: (*raiz) ->info = temp->info;
PP z remove ArvAVL (& (*raiz)->dir, (*raiz)->info):;
SUbStItUIr pglo no if(fatgrEalanceamentoiNo(*raiz) >= 2){
maiS a esquerda if(altura NO((*raiz)->esq->dir) <= altura_NO((*raiz)->esq->esq))
4 RotacaolLL(raiz);
da sub-arvore da else
direita RotacaolR(raiz);
1
}
if (*raiz != NULL)

(*raiz)-»altura = maior(altura NO((*raiz)->esq)

. altura NO((*raiz)-»dir)) + 1;
Cornge a return 1;

altura }

(*raiz)->altura = maior (altura_NO((*raiz)->esq),
altura NO((*raiz)->dir)) + 1;

return res;

TAD Arvore AVL

- Remocao

struct NO* procuraMenor (struct NO* atual) {
struct NO *nol = atual;
struct NO *no2 = atual->esq;
while (no2 != NULL) {
nol = no2;
no2z = no2->esq;
}
return nol;

} Procura pelo n6
mais a esquerda
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Arvore AVL: Remocéo

- Passo a passo

Remove valor: 2

Arvore AVL: Remocéo
[ 64 |

- Passo a passo

Remove valor: 7
fbo=+1

fbo=0

fbo =0 NO desbalanceado
Aplicar Rotagéo LL

04/06/2016
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Material Complementar

Video Aulas
Aula 79: Arvore AVL: Defini¢éo
Aula 80: Arvore AVL: Implementac&o
Aula 81: Arvore AVL: Tipos de Rotacdo

Aula 82: Arvore AVL: Implementando as
Rotacdes

Aula 83: Arvore AVL: Insercéo
Aula 84: Arvore AVL: Remoc&o
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