Capitulo 11

Rolamento, Momentum Angular e Torque
Neste capitulo vamos abordar os seguintes topicos:
« Rolamento de objetos circulares e sua relacdo com o atrito;

« Redefinicio de torque como um vetor para descrever os problemas
de rotacdo que sao mais complicados do que a rotacao de um corpo
rigido sobre um eixo;

« Momento Angular fixo de particulas individuais e de um sistemas,
« Segunda lei de Newton para rotacao;
« Conservacao de momentum angular;

« AplicacOes da conservacao do momento angular;
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Rolamento como translacao e rotacao combinada
Considere um objeto com secao transversal
circular que rola ao longo de uma superficie sem
escorregamento. Este movimento, embora

comum, € complicado. Podemos simplificar o
seu estudo, tratando-o como uma combinacao de
translacao do seu centro de massa e de rotacao
do objeto sobre o centro de massa

Considere dois instantaneos de uma roda de bicicleta em rolamento como
na figura acima. Um observador estacionario com o solo ira ver o centro de
massa S da roda avangar com uma velocidade v,,. O ponto P em que a
roda faz contato com a estrada também se move com a mesma velocidade.
Durante o intervalo de tempo entre os dois instantaneos ambos O e P
cobrem uma distancia s. vy,=ds/dt (Egs.1). Durante t o ciclista vé a roda
girar de um angulo 6 sobre O de modo que s=R6 -> ds/dt=Rd6/dt=wm
(Egs.2). Se combinamos a equacao 1 com a equacao 2 obtemos a
condicdo para roda rolar sem escorregar €. V... =Rw
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Rolamento € uma combinacdo de movimento puramente translacional
com uma velocidade e um movimento puramente rotacional sobre o
centro de massa Vv, com velocidade angular o=vy,/R. A velocidade
de cada ponto é a soma dos vectores das velocidades dos dois
movimentos. Para 0 movimento de translacao o vector de velocidade é
a mesma para cada ponto (vq), , ver fig.b). A velocidade rotacao varia
de ponto a ponto. A sua magnitude é igual a or pararonde r €

a distancia do ponto até O. A sua orientacio é tangente a Orbita
circular (ver fig a). A velocidade final € a soma vetorial destes dois
termos. Por exemplo, a velocidade do ponto P é sempre zero. A
velocidade do centro de massa O e v, (r=0). Finalmente, a velocidade
do ponto T é superior aigual a 2 vy,



Rolamento como rotacao pura

Outra forma de olhar para rolamento € mostrado
na figura ao lado. NGs consideramos rolamento
como uma rotacao perfeita em torno de um eixo

de rotacdo que passa atraves do ponto de contato P
entre a roda e a estrada. A velocidade angular de
rotacdo € o =V/R.

A fim de definir o vector de velocidade para cada ponto, deve conhecer
a sua magnitude bem como a sua direcdo. A direcao para cada ponto
sobre os pontos de roda ao longo do tangente a sua orbita circular. Por
exemplo, no ponto A o vector velocidade v, é perpendicular a linha
pontilhada que conecta ponto A com o ponto B. A velocidade

de cada ponto é dada por v = wr. Aqui r é a distancia entre um particular
ponto e o ponto de contato P. Por exemplo, no ponto T r=2R.

Assim v; =2R . Para o ponto O r=R Assim vo= R® =V, Para o ponto
P r=0, assim v, =0

Rotation axis at P
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A energia cinética de rolamento

Considere 0 objeto de rolamento mostrado na figura ao
lado. E mais facil para calcular a energia cinética de
rolamento do corpo, considerando 0 movimento como

\ rolamento puro sobre o ponto de contato P. O objeto tem
Routionaxisat P massa de rolamento M e raio R.

A energia cinética K é dada pela equacdo: K=1/2 I, ®?. Aqui I, é 0
Inércia de rotacdo (ou momento de inercia) do corpo em rolamento em
torno do ponto P. Podemos determinar I, utilizacao o teorema do eixo

. 1 :
paralelo: 7 -7, +MR* > K =~(1,, + MR*)o’

com

2 1 1
1 9 J_ 9 J_ A0 K - — I 2 + — MV2
K = (Lo + MR*) 0" = 1,,,0° + - MR’ o g oM T Mew

A expressdo para a energia cinética e constituido por dois termos. O
primeiro termo corresponde a rotacdo em torno do centro de massa O com
velocidade angular o. O segundo termo esta associado com a energia
cinética devido a translagdo do ponto com velocidade v,
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Atrito e Rolamento

Quando um objeto rola com velocidade constante (ver
figura ao lado) ele ndo tem tendéncia para deslizar no
ponto P contato e, portanto, nenhuma forca de atrito atua
la. Se uma forca liquida atua sobre o corpo circulante
resulta em uma aceleracéo ndo-nula a.,, para o centro de
massa (ver figura inferior). Se o rolamento objeto acelera
para a direita, tem a tendéncia para deslizar no ponto P para
a esquerda. Assim, uma forga de atrito estatico f, opde-se a
tendéncia a deslizar para o lodo. O movimento € um suave
rolamento se f, =f

i =0

com

S,max

A condicao de rolamento que resulta em uma conexao entre a magnitude
do aceleragdo do centro de massa a.,, € da sua aceleracao angular a.
Ve =oR. Tomamos a derivada de tempo de ambos os lados temos:

a.y = Ro
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Rolando uma rampa (11-7)
Considere um corpo redondo uniforme de massa Me
raio R rolando um plano inclinado de angulo 6. Iremos
_ calcular a aceleracao a do centro de massa ao longo do
" eixo-x usando a segunda lei de Newton para o
movimento de translacdo e rotacao

- A segunda lel de Newton para 0 movimento ao
longo do eixo-x: f. —Mgsind=Ma,,, (egs.1)

A segunda lei de Newton para rotacao em torno do centro de massa

— Rf — I _ aCM , -, ~
r=Rlg=Icy& — a=-— R NOs substituimos o nesta equacao:
a a
Rf, =—1., E'V' > fo=—lg, % (egs.2)
. L i . g sind
Se nos substituimos f, da equacdo 2 na equacgao 1 temos: |y = I
1+ "
MR
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Considere um io-io de massa M, Raio R, Raio e eixo R,
rolando um fio. Vamos calcular a aceleracdo a.,, do
centro da sua massa ao longo do eixo-y usando a
segunda lei Newton para 0 movimento de rotacao e

/ . translacdo como fizemos no problema anterior.
g nd  Asegunda lei de Newton para o movimento ao longo do

i l ' eixo-y:
Mg -T =Ma,, (egs.l)
V= A segunda lei de Newton para rotacao em torno do
; » Centro de massa _ _
2 ® r=RT=1.,,a (eqgs?2)

A aceleracdo angular é dada por: o — Aoy
RO
Se nos substituimos o na equacao 2 podemos obter:

a a
T =1, % (egs.2) — Mg- I, Fg“g =Ma,, — ay = Qic
0 1+ M

0




Torqgue (revisitado)
No capitulo 10, definimos o torque t de um corpo rigido rotacdo em torno

de um eixo fixo com cada particula no corpo em movimento numa
trajetoria circular. Nos agora vamos expandir o definicdo de torque de
modo que ele pode descrever o movimento de uma particula do que se
move ao longo de qualquer caminho em relacdo a um ponto fixo. Seré o
vetor posi¢do de uma particula em que uma forga F esta atuando, o torque

1 é definida como: T=Ir'xF

No exemplo mostrado na figura tanto r e F encontram-se no Plano x-y.
Usando a regra da mao direita, podemos ver que a direcdo do t é ao longo do
eixo z. A magnitude do vector torque t=rFsen(6), Onde 6 € o angulo entrer e
F. Do triangulo OAB temos:  rsing=r_— r=rF

De acordo com a definicao, do capitulo 10.

e .
F (redrawn, with
tail at origin)

() (o)



t>,( Momento Angular
o """, A contrapartida do momento linear p=mv em
rotacdo € um novo vetor conhecido como

momentum angular. O novo vector é definido
COMO Se Seque: I=Fxp
No exemplo mostrado na figura ao lado tantor e
p encontram-se no plano xy. Usando a regra da

, mao direita, pode ver que a direcdo ¢ ao longo do
eixo z. A magnitude do momento angular é dado
por: frmvsing | onde ¢ € o angulo entrer e p.

Extension of;))

0 Do triangulo OAB temos:

rsing=r, - /=rmv
Nota: O momento angular depende da escolha da origem O. Se a origem

e deslocado, em geral, obtemos um valor diferente de /¢
A unidade Sl para 0 momento angular: kg.m?4/s ou J.s.

—_—

=Fxp=m(F=V)| (=rmy (11-11)




Segunda Lei de Newton na forma angular

Segunda lei de Newton para 0 movimento linear tem a forma: F, = (:j—f
Abaixo vamos derivar a forma angular da segunda lei de Newton
para uma particula.
Loy df o d,. L dv o odf .
M(FxV)—>—=m—(FxV)=m| Fx—+—xV |=m(Fxa+VxV)
dt dt dt dt
L
V XV = —)E—m(r Xa)—(r Xma)_(r X net) Tliquido
L d/ L dp
AsSIM 7 4, = pr Compare with: F, i, = at
L d/
liquido dt
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z O Momento Angular de um Sistema de Particulas
f‘l\.ml £y
m, / Vamos agora explorar segunda lei de Newton em
R : 0
fé/& forma angular para um sistema de n particulas que
X © y ~temmomentumangular ; 5 7 3
11 21 31 L | n
O momento angular L do sistemaé L=/, + 0, + (,+...+ 0 = /.
i=1
: B | L
A derivada temporal do momento angular é: i d—tl
i=1

: - ] Lade L
A derivada no tempo para 0 momento angular da i-ésimo particula é: — =7 .
dt liquido,i

Onde 7,4 € O torque liquido sobre a particula Este torque tem contribuicdes
a partir de forcas externas, bem como forcas internas entre as particulas do sistema. Assim

db & B, L . .
T ;r"quido,i = Tiquido ONde 7y, € O torque liquido devido a todas as forgas externas.

Em virtude da terceira lei de Newton a soma vetorial de todos o0s torques internos é zero..

Assim segunda lei de Newton para um sistema em forma angular assume a forma; d_
= Thet

dt




Momento Angular de um corpo rigido girando sobre um eixo fixo

< Tomamos 0 eixo z para ser o eixo de rotacao fixo. Nos ira determinar
| a componente z do momento angular net. O corpo e

divididas n elementos de massa Am. que tem um vector de posicao T
N O momento angular 7, do i-ésimo elemento é: /. =T x .
: Sua magnitude 7, =r.p, (sin90°)=rAm,v, A compomente z é

= (, of £, is: £, =0;sin@=(rsin@)(Amy,)=r ,Amy,
(a) O componente z do momento angular L, é a soma:

L, _Zzlz Zr Amv. Zr Am, ( (ZAm, |Lj

. A soma ZAm, -~ momento de inércia | do corpo rigido

() Assim: L =lw
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Conservacdo do momento angular
Para qualquer sistema de particulas (incluindo um corpo rigido)

: .. db .
a segunda lei Newton na forma angular é: prin T iquido

—

L « dL
Se o torque externo liquido € 7., =0 entéo temos: pri 0—

L = constante é conhecida como a lei do

conservacao do momento angular: Em palavras

Momentum angular liquido Momentum angular liquido
(num tempo inicial t. j_ (num tempo qualquer t, ]

Na forma de equacao: [ —[
- =f

Nota: Se o componente do binario externa ao longo de uma certa
eixo € igual a zero, entdo o componete do momento angular
do sistema ao longo deste eixo ndo pode alterar



j’ CL Exemplo: A figura mostra um estudante sentado

j ; t = em um banquinho que pode girar livremente
' sobre uma eixo vertical. O aluno gira a uma
S velocidade de rotacéo angular inicial o;, detém
e b dois halteres em suas maos estendidas. Seu
vector momento angular L fica ao longo da eixo

(a) (b)

de rotacao, apontando para cima.

O estudante, entdo, puxa em suas maos, como mostrado na fig.b. Esta accdo reduz a
inercia de rotacgdo a partir de um valor inicial |. para um menor valor final I ..

Nenhum torque externo liquido age sobre o sistema. Assim, 0
momento angular do sistema mantém-se inalterado.
O momento angularemt: L =l.@ O momento angularemt.: L, =1, o,

¥ |
Li:Lf—>Iia)i:Ifa)f—>a)f:|—'a)- Desdelf<li—>|—'>1—> w; > O
f f

A taxa de rotacao do aluno na figura b € mais rapida (11-16)



Z, Problema Exemplo 11-7:

' F?;L;%u | l_l""" IWh =12 kgm2

W B w,, = 27 x 3.9 rad/s
|, = 6.8 rad/s
@, ="

L=L > Ly=-LntL > L =2L,
2 o, 2x1.2x27%x3.9
l, 6.8

o, =21 ,0,, >0, = =27 x1.4 rad/s
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Analogias entre 0 movimento de translacéo e rotacao
Movimento de translacao - Movimento de rotacéo

X
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